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Ravno kretanje tela

Pod ravnim kretanjem tela podrazumeva se takvo kretanje tela kod koga se sve njegove tacke krecu
samo u ravnima paralelnim nekoj nepokretnoj ravni.
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Presek S naziva se ravan presek ili
samo presek. Kako taj presek ne
mora da bude i najveci presek tela,
odnosno postoje tacke tela C&ije
ortogonalne projekcije ne sadrze
presek S to se za razmatranje
ravnog kretanja koristi ravna figura
— ravan neogranicenih dimenzija

/~ koje je stalno paralelna sa IT.
Polozaj ravne figure u ravni xOy
bice jednoznaéno odreden
poloZzajem  dveju  proizvoljno
izabranih taCaka  A(X,,y,) |

B(Xg,Yg )- S obzirom da je rastojanje izmedu ovih dveju tacaka nepromenljivo, izmedu koordinata

ovih tacaka postoji veza

(Xs =X, )*+(Ys =¥, )" = AB" = const.
Telo koje vrsi ravno kretanje ima tri stepena slobode kretanja.

Razlaganje ravnog kretanja na translatorno i obrtno

(AB —> A'B, )+ rotacija (A'B, > AB,).

Jednacdine kretanja ravne figure
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Promena polozaja ravne figure moze se ostvariti
kombinacijom translatornog i obrtnog kretanja.

Neka se posmatra kretanje ravne figure koja se u trenutku t
nade u polozaju . Za konac¢ni interval vremena At figura
se premesti u polozaj Il. Zapaza se da se taj polozaj moze
dosti¢i na vi$e naéina. Jedan je onaj kojim se novi poloZaj
dostize jednom translacijom kojom uocena duz iz polozaja
AB prelazi u polozaj AB', a zatim obrtanjem za ugao Ag,

u polozaj AB,. Isti poloZaj moZe se dostici i na sledeci
nacin:  ravno kretanje (AB — AB, ) =translacija

Xa =X, (1), Ya=Yalt): o =0p(t)

Ove jednacine nazivaju se jednacine kretanja ravne figure.

Odredivanje kretanja proizvoljne tacke ravne
figure

,=NL+p,
Xu =X+ pC0s(ax+@),
Yu =Yatpsin(a+e),

Xy = Xp+&Ey COS@—1,, SiNQ,
Yn =Ya+7 COSQ+&y, siNg,
- jednadine kretanja proizvoljne tatke M ravne figure.
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Odredivanje brzine tacke tela pri ravnom kretanju razlaganjem kretanja

o =Ta(t), p=p(t),
Yy © o VM:_'M:_'A—‘,-_’
N\ - - - -
Fa . P = PPy P = PP,
A - . - .
> A p=p(&xp,)=axp,
> A . .
7 g M p=0xp

Dakle, brzina proizvoljne tatke M ravne figure jednaka je zbiru
brzine proizvoljno izabranog pola translacije A i obrtne
komponente brzine tatke M u odnosu na pol A.

Nezavisnost vektora ugaone brzine i ugaonog ubrzanja tela koje vrsi ravno kretanje od izbora
pola translacije

F=d=oK=pK=ipv
Teorema. Vektori ugaone brzine i ugaonog ubrzanja tela koje vrsi ravno kretanje ne zavise od izbora
pola translacije.
Dokaz: Neka je pretpostavljeno suprotno, odnosno da vektor ugaone brzine @ i vektor ugaonog
ubrzanja g zavise od izbora pola translacije. Tada je
V, =V, +@, x AB,
V, =V, + @, x BA,
(&n — @) < AB =0.
Kako su vektori @, i @, upravni na ravnu figuru, odnosno na vektor AB 0, iz prethodne relacije
sledi da mora biti ispunjeno
By =y =D -
Diferenciranjem prethodne relacije dobija se
Erx=Eg =&,
¢ime je teorema i dokazana.

Teorema o projekcijama vektora brzina ta¢aka ravne figure

Teorema. Projekcije brzina tacaka figure koja vrsi ravno kretanje, na osu koja prolazi kroz te tacke,
medusobno su jednake.
Dokaz: Neka su uocene tacke A i B ravne figure koje se nalaze na osi

Ox, i neka je poznata brzina tacke A (V,), kao i intenzitet i smer

ugaone brzine @ ravne figure. Ako se tatka A usvoji za pol
translacije, tada sledi

\75 :\7A +\78A’ Ve, =V +(\73A)x'
Kako je (v2), =0, tada je v, =V, .

S obzirom da su tatke A i B proizvoljno izabrane, teorema vazi za
bilo koje dve tacke na toj osi. Time je teorema dokazana.

Trenutni pol brzina ravne figure

Ako je pri kretanju ravne figure njena ugaona brzina u posmatranom trenutku razli¢ita od nule, tada
postoji jedna i samo jedna njena tacka Cija je brzina u tom trenutku jednaka nuli. Ta tacka se naziva
trenutni pol brzina ravne figure i obelezava se sa P. 1z

V, =V, +V/

i uslova da je brzina tacke P ravne figure takva da za nju vazi V, =0 sledi V. =V, .
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a) pravci brzina v, i \7,3A moraju da budu paralelni. Kako je i V. —@&x AP, sledi da su vektori V, i
V" upravni na pravac koji prolazi kroz tacke A i P. 1z toga proizilazi da se
tacka P nalazi na pravoj kroz tacku A upravnoj na \7A ;

b) intenziteti brzina \7A i \7PA moraju da budu jednaki. 1z toga proizilazi na
kom rastojanju od tacke A sa nalazi tacka P. Kako je
V, .
.
¢) tatka P mora se nalaziti na onoj polupravoj iz tatke A, upravnoj na V, , tako

VA :ﬁ-a), E:

da je zadovoljena relacija \7PA = _\7A.
Trenutni pol brzina je jedna i samo jedna tacka koja u tom trenutku ima
svojstvo da joj je brzina jednaka nuli. Ovo se moZe pokazati polazeéi od suprotne pretpostavke da
postoji jos jedna tacka, npr. P, ¢ija je brzina takode jednaka nuli. Tada bi, biraju¢i pol brzina P za pol
translacije, sledilo da je

V, =@xPP,=0.
Kako je @ upravno na PP, i kako je =0 sledi da mora biti PP, =0, ¢ime je pokazano da u jednom
trenutku ne moze da postoji vise od jednog trenutnog pola brzina ravne figure.

Odredivanje brzina tacaka ravne figure pomocu trenutnog pola brzina

Ako je poznata brzina jedne tacke ravne figure, kao i njen trenutni pol brzina, tada je moguce odrediti
ugaonu brzinu i brzinu bilo koje tacke ravne figure. U tom cilju bira se pol
brzina P za pol translacije, tako da za proizvoljnu tac¢ku M ravne figure vazi

\7M =\7,\;’ —&xPM .
jerje \7P =0. Sliéni izrazi mogu se pisati i za druge tacke ravne figure, tako da
je

V,=APw, Vg;=BPw, V,, = MPaw,
\ V V
- a)::A::B: —:M
P P MP

Razliditi slu¢ajevi odredivanja poloZaja trenutnog pola brzina ravne figure

Na osnovu prethodnih razmatranja moze se odrediti polozaj trenutnog pola brzina ravne figure. Neka se
u tom cilju posmatra kretanje ravne figure kod koje je poznata brzina jedne
njene tacke, npr. V, i pravac brzine neke druge tacke, npr bb, koji nije
paralelan sa pravcem brzine V, . Pokazuje se da se trenutni pol brzina ravne
figure nalazi u preseku normala na pravce tih brzina.

Pri odredivanju trenutnog pola brzina ravne figure moguci su razliciti
slucajevi.

1 Brzine dveju tacaka ravne figure, koje pripadaju jednoj pravoj,
medusobno su paralelne i upravne na tu pravu. Zavisno od smerova tih
brzina razlikuju se dva slu¢aja. Povlacenjem prave
koja prolazi kroz krajeve vektora brzina V, i V, do
preseka sa pravom koja prolazi kroz tacke A i B dobija
se tacka P. Na taj nacin dobijena su dva sli¢na trougla
APAC i APBD . Iz sli¢nosti tih trouglova sledi

Va _ Vs
AP BP
odakle sledi da je tacka P trenutni pol brzina ravne

figure.

a) Ako su brzine tacaka A i B ravne figure istog
smera, a razli¢itih intenziteta, intenzitet ugaone brzine
i poloZaj trenutnog pola brzina ravne figure moZze se odrediti na slede¢i nacin
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V, =V} =(AB+Xx)w,

Vg =Va = Xo.
VaVe, ,_gp- Vs 7.
AB V, -V,

b) Ako su brzine tacaka A i B ravne figure razli¢itih smerova i intenziteta, na analogan nacin se nalazi
=(AB—X)w, Vg =X,

V,+V,
_YatVs X = Ve AB-
AB V, +V,
i) Brzine dveju tadaka ravne figure medusobno su paralelne, istih smerova i jednakih intenziteta.

Pri tome prava kroz te dve tacke A i B u opStem slu¢aju moze
da zauzima proizvoljan ugao u odnosu na pravce brzina \7A
V, ., ili da bude upravna na njih. Tada je

@xAB =0.
Kako je AB=0 i /(&,AB)=90°, iz prethodnog izraza sledi
daje w=0.
Dakle, u ovom slucaju re¢ je o trenutnom translatornom
rasporedu brzina tacaka ravne figure.
1)) Ako se telo kreée po povrSini drugog tela, pri ¢emu oba tela u tacki dodira imaju zajedni¢ku
tangentu, a brzine dodirnih tacaka su jednake, kaze se da se telo kotrlja bez
klizanja. Poseban je sluc¢aj kada se posmatrano telo krec¢e po povrsini nepokretnog
tela. U tom slucaju i brzina tacke tela koja je u dodiru sa nepokretnim telom ima

brzinu koja je jednaka nuli. To znaci da je u slucaju kotrljanja bez klizanja tela po
nepokretnom telu trenutni pol brzina na mestu dodira ta dva tela.

Odredivanje ubrzanja tacke tela pri ravnom kretanju

Posmatra se kretanje ravne figure kod koga je poznato ubrzanje jedne tacke, npr. &,, kao i intenziteti i

‘ smerovi ugaone brzine i ugaonog ubrzanja ravne figure . U

y TN o cilju odredivanja ubrzanja proizvoljne tacke ravne figure
o NN diferencira se po vremenu izraz za brzinu, tako da se
,/Q N Vi dobija
\\EA = = B = A
~ L 7 u m =Vy =V, +Vy,.
Ay

Pri tome je sa V, =4d, oznaCeno ubrzanje proizvoljno

= izabranog pola translacije A i gde je sa \7’*_5(,"

0 naznaceno da je re¢ o komponenti ubrzanja tactke M u
= odnosu na tacku A, odnosno da je re¢ o komponenti
ubrzanja tacke M usled obrtanja ravne figure oko ose A/

upravne na ravnu figuru. Ova komponenta ubrzanja naziva se obrtna komponenta ubrzanja tacke M.
Tada, koriste¢i izraze p=@xp=dxAM =V* i V,, =V, +V,* =V, +@x p, prethodna relacija
postaje

5]

d, =da,+a! =d,+Exp+axV..
- Komponenta £ x p upravna je na vektore £ i p, odnosno ima pravac obrtne komponente brzine \7@.
Intenzitet ove komponente odreden je sa \gx /3‘ = pe. Ova komponenta obrtnog ubrzanja tatke M
naziva se obrtno tangencijalno ubrzanje tacke M u odnosu na tacku A i oznaGava se sa &/, =&Ex p.
- Komponenta &')x\iw'? obrtnog ubrzanja tacke M upravna je na vektore @ i \7@, tj. ima pravac vektora
p i uvek je usmerena od tacke M ka tacki A. Intenzitet ove komponente ubrzanja tatke M je
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‘5) X\m‘ = pw® . Ova komponenta obrtnog ubrzanja tatke M naziva se obrtno normalno ubrzanje tacke

y . y A . A vi A e .
M u odnosu na tacku A i oznaCava se sa a,,, =@ xV,,, §j. koriste¢i (3.66) vazi g/, =@ x (&% p)-

5 L 5A A _ A A
dy =d, +ayy tayr: ay =ayr Ty
- A
al =AMV’ +0* . a=A(a).a5 ) tga="ur - °.
MN

Trenutni pol ubrzanja ravne figure

Ako ugaona brzina i ugaono ubrzanje ravne figure u posmatranom trenutku nisu jednaki nuli tada
postoji jedna i samo jedna tacka ravne figure Cije je ubrzanje jednako nuli. Ta tacka se naziva trenutni
pol ubrzanja ravne figure i obelezava se sa Q.
Neka se posmatra kretanje ravne figure tako da je u posmatranom
trenutku poznato ubrzanje &, jedne njene tacke A, kao i vektori ugaone
brzine @ i ugaonog ubrzanja £. Ako se tacka A izabere za pol
translacije, tada iz izraza za ubrzanje a, trenutnog pola ubrzanja Q, tj.

d, =a,+ay,
i uslova da je ubrzanje tacke Q ravne figure jednako nuli, sledi

55‘ =-a,.

Ova relacija moze posluziti za odredivanje polozaja tacke Q.

a) Pravci vektora g, i 4% su paralelni. Tome treba dodati da je, na
A Q

osnovu poznatih intenziteta ¢ i @, moguce odrediti ugao «, koji obrtna
komponenta ubrzanja 55\ zaklapa sa pravom koja prolazi kroz tacke Q i A, tj.

A
a= arctg(a’%:)z arctg iz '
N @
Odredivanjem ovog ugla odredena je i poluprava AL na kojoj se nalazi tacka Q ¢ije je ubrzanje jednako
nuli. Naime, poluprava AL dobija se tako $to se vektor ubrzanja g, tacke A zaokrene oko tacke A za
ugao ¢ u smeru koji je odreden smerom vektora ugaonog ubrzanja & .
b) Intenziteti vektora g, i 55‘ su jednaki, odakle sledi da je

a,=al=AQVs’+0', AQ=——2&__.
Vel + ot
Iz prethodnog proizilazi da se u razmatranom trenutku moze jednoznaéno odrediti polozaj tacke Q tako
§to se ubrzanje proizvoljno izabrane tacke A zaokrene za ugao ¢, U smeru ugaonog ubrzanja ravne

figure i na tako dobijenoj polupravoj nanese duz AQ .

Odredivanje ubrzanja ta¢aka ravne figure pomoc¢u trenutnog pola ubrzanja

Ako je u posmatranom trenutku poznat trenutni pol ubrzanja Q, i
ako su poznati ugaona brzina @ i ugaono ubrzanje g ravne figure,
moguce je odrediti ubrzanje bilo koje njene tacke. U tom cilju
mozZe se usvojiti trenutni pol ubrzanja za pol translacije. Tada je

a, =ay.
jer je a,=0. Sli¢ni izrazi mogu se pisati i za druge tacke ravne

figure tako da je
a, = AQVe? + 0",
aB:@\/82+a)4, St =

8y _ a5
AQ BQ

<
O

a, = MQVe? + 0"



Masinski fakultet, Beograd - Mehanika 2 — Predavanje 5 6

Razliditi slucajevi odredivanja poloZaja trenutnog pola ubrzanja ravne figure

Zavisno od kinematickih karaktertistika i karaktera kretanja, pri odredivanju trenutnog pola ubrzanja
mogu nastupiti sledeci slucajevi.

I) Neka je u nekom intervalu vremena brzina neke tacke ravne figure konstantna. Kao ilustracija ovog
slucaja moze se navesti primer kotrljanja bez klizanja, po nepokretnoj podlozi, tocka polupre¢nika R,

pri Gemu je brzina sredidta V. = const.. Kako je trenutni pol brzina
tocka na mestu dodira tocka sa podlogom, sledi da je intenzitet brzine

centra C tocka odreden sa V, = CPw =R, 0dnosno ,, — Ve =const -
R

Dakle, ako je u nekom intervalu vremena intenzitet brzine srediSta
tocka, koji se kotrlja po nepokretnoj podlozi, konstantan (VC = const.)

b u tom intervalu vremena je @w=const. i e=@=0. Takode, u tom
intervalu vremena je trenutni pol ubrzanja u sredistu tocka, tj. C=Q.

Birajuéi trenutni pol ubrzanja C za pol translacije sledi da se za
proizvoljnu tatku M to¢ka moze pisati

dy =au

jeriea,=0iaS =MCe=0.

II) Neka je u datom trenutku poznato ubrzanje jedne tacke ravne figure, npr. d,, kao i vektori ugaone
brzine i ugaonog ubrzanja ravne figure, tj. @ i & .

a) Akoje w=0 i &=#0, trenutni pol ubrzanja nalazi se na slede¢i nacin: potrazi se najpre ugao « Koji

odreduje pravac na kome se nalazi trenutni pol
ubrzanja, tj.

ay
a =arctg ¢
i nanosi se, u odnosu na &,, U smeru ugaonog ubrzanja
Q & . Zatim se na taj pravac nanosi veli¢ina AQ odredena
relacijom

Time je odreden polozaj trenutnog pola ubrzanja Q ravne figure.
b) Akoje w#01i £=0,sledi

tga:%:O:
w

1.
A a=0,
o Sto znaCi da se pravci AQ i pravac vektora &, poklapaju. Tada je polozaj
\ trenutnog pola ubrzanja odreden sa
Q

AQ=24.
w
c) Akoje w=01i £=0, sledi

tga:iZ:OO’ 0(:900
[

U ovom slucaju je pravac AQ upravan na pravac vektora g, , a rastojanje AQ
odredeno je relacijom

AQ=2a
&
d) Akoje w=0i £=0, tada sledi
V, =V, ==V, =V,

éA:aB :u-:éM E_.
Dakle, ako su ugaona brzina i ugaono ubrzanje ravne figure istovremeno jednaki
nuli, sve tacke ravne figure imaju brzine i ubrzanja kao i pol translacije A. Ako je u
posmatranom trenutku &, = 0, sledi da je trenutni pol ubrzanja ravne figure u beskona¢nosti.
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IIT) Neka su u datom trenutku poznata ubrzanja dveju tacaka ravne figure, npr. &, i &, .
a) Neka su pravci vektora g, i &, odredeni uglovima g i y uodnosu na osu A¢ koja prolazi kroz
tacke A i B. Biraju¢i tacku A za pol translacije moze se pisati
8, =4, +ag +an -

Projektovanjem prethodne relacije na upravne ose A& i Az dobija
se

a, COSy =a, CoS f—ak, ,

agsiny =a,sin f+ag,
pri Gemu je smer vektora g% pretpostavljen. Kako je a/ = AB w?

i al = AB¢ sledidaje
w2 = a, cos f—ag cosy
AB
oo B siny —a, sing
AB '
b) Neka su u datom trenutku ubrzanja dveju
taCaka ravne figure medusobno paralelna i neka
zaklapaju proizvoljan ugao sa pravom koja
prolazi kroz te tacke. Zavisno od smerova ovih
ubrzanja razlikuju se dva slucaja. Ako se kroz
krajeve vektora g, i &, povuce prava i potraZi

presek te prave sa pravom kroz tacke A i B, dobiée se tacka Q koja je zajednicko teme sli¢nih trouglova
AQAC i AQBD. Iz sli¢nosti tih trouglova sledi
aA _ a'B
AQ BQ
odakle sledi da je tacka Q trenutni pol
ubrzanja ravne figure.
¢) Ako su ubrzanja dveju tacaka ravne
figure Kkolinearni  vektori istih ili
suprotnih smerova moze se pokazati da
se problem odredivanja trenutnog pola
ubrzanja svodi na prethodni slucaj, tj.
rotacijom vektora ubrzanja u istom smeru za 7/ 2 ovaj problem se svodi na prethodni, 111)b).




